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 1．は一じめに
 数値計算の結果に含まれる丸め誤差の評価のために従来から用いられている区間演算
（A1efe1d and Herzberger（1985）を参照）は，“丸め誤差の打消し”だとの現象を捉えられない
ため，実用規模の問題に適用すると，しばしば非現実的に過大た誤差評価を与えてしまうこと
が問題とされてきた．より精密た誤差評価を行うためには“計算過程で基本演算を実行するご
とに発生する誤差の計算結果（関数値）への影響”を計算する必要があるが，実際にそれを行
うことは困難であると考えられていた．しかし，最近著者の一人によって提案された高速自動
微分法を利用すると，精密な誤差評価を行うために必要た諸量を効率良く計算することができ
る（Iri（1984）；伊理化（1985）；土谷（1986）；伊理，久保田（1986）；Iri et a1．（1988））．そ
れによると，
（i）各基本演算（四則演算，初等関数など）において発生する丸め誤差の計算結果（関数
   値）への影響は線形に加算される［微小誤差の仮定］；
（ii）・各基本演算において発生する丸め誤差はある幅の一様分布に従う独立な確率変数と見
   たしうる［独立誤差の仮定］；
という2つの仮定に基づいて，計算結果に含まれる丸め誤差の精密た評価を効率の良い算法で
得ることが可能にたる．本論文では，化学プラントの水・メタノール蒸溜塔の平衡状態を定め
る108元非線形連立方程式の108個の関数を例として，それらの計算値に含まれる丸め誤差の
振舞いを解析する．計算された関数値に含まれる丸め誤差の仮定（i），（ii）に基づいた確率モデ
ルが実用的た規模の計算過程における丸め誤差の振舞いを十分に良く捉えていることを，これ
ら108個の関数の丸め誤差に関する統計的諸量の理論値と実測値を様々た側面から比較するこ
とによって検証する．さらに，様々た計算過程によって計算される関数の丸め誤差の（“確率変
数”としての）分布形を類型化して捉えるために，上述の仮定から自然に導かれる1パラメー
タの確率分布族を導入し，パラメータを適当に定めることによって，108個の各関数の丸め誤差
の分布の特徴が良く捉えられることを検証する．
2．関数の計算過程と丸め誤差
いくつかの基本演算（十，一，X，／，Sin，CoS，exp，1og，．．．）があらかじめ定められていて，最
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初に入力変数の値，計算に必要た定数の値が与えられると，関数の値は「それまでに得られて
いる中問変数（入力変数，定数も中間変数に含む）に対し，基本演算のうちの一つを施して新
たた中間変数を計算する」ことを繰り返すことによって求められる．すなわち，m個の入力変数
｛κ1，．．．，κ”｝，mc個の定数｛o、，．．．，o、。｝から，mv個の中問変数を計算して，関数！の値を求め
る過程は以下のように記述できる：
                   01＝φI（m11，．．．，m．m、），
（2．1） 0ゴ＝φ｛（mゴ1，．．．，m｛m、），
                 ！＝V〃廿＝φ〃、（m〃寸1，．．．，mn，m、、）．
ここで，
         mわ∈｛κ工，．．．，κη｝∪｛01，．．．，0〃。｝U｛01，．．．，0ト1｝
                      （乞＝1，．．．，m。；ノ＝1，．．．，肌），
         φ｛（グ＝1，．．．，m。）は基本演算
である．各中間変数を計算するための計算ステップを“基本計算ステップ”と呼ぶ．現実には，
実数が浮動小数点表現で近似され，基本演算も有限桁の精度で行われるために，各ステップの
計算は正確には行われず，丸め誤差が発生する．中間変数。｛を計算するための基本計算ステップ
 （2，2）                      o｛＝φ｛（m｛ユ，．．．，mゼm、）
において，基本演算φ｛に対応して実際に行われる演算をφゴとし，ωの計算値をσ｛と記すこと
にすると，（2．2）に対応して行われる実際の基本演算は以下のようにたる：
 （2．3）                  σゴ；φゴ（疵｛1，．．．，笏ゴm、）．
中間変数仇の計算値σ｛の正確た値からのずれ〃Fσr肌を〃の’’集積丸め誤差”と呼ぶこ
とにする．関数！の丸め誤差は，関数値！に対応する中問変数。，，、の集積丸め誤差である．式
（2．2），（2．3）より，〃・は次のように表される：
 （2．4）     ∠仇＝σr”
             ＝φ｛（疵｛、，．．．，勿棚、）一φ。（m｛1，．．．，mゴmゴ）
             ＝φ｛（売｛、，．．．，売切、）一φ｛（m｛。，．．．，m棚、）十δω，
 （2．5）          δ仇二φ｛（2主。，．．．，勿｛m、）一φ｛（疵圭。，．．．，n｛mゴ）．
ここで，δ仇は，ωを計算する際に新たに発生する丸め誤差で“発生誤差”と呼ばれる．δo｛は，
vゴより後に計算される中問変数の計算値に影響を及ぼしたがら，最終的に計算された関数値に
影響を与える．微小誤差の仮定はより具体的には次のように表現できる．
 仮定1．
                             mゴ∂φゴ （2．6）          φゴ（2｛。，．．．，勿棚、）一φ。（m｛、，．．．，m切、）＝ Σ］     ∠7m影．
                             加。∂m〃
 これを（2．4）に代入するとル｛は，ωを計算するための引数舳（后＝1，．．，mゴ）に含まれる
“伝幡誤差”∠舳と発生誤差δo｛とを用いて，以下のように表現される：
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                    m｛∂φ｛ （27）                   ∠’o，＝ Σ］     ∠7m、々十δo，
                   々一1∂m影
これを関数！を計算するための全過程（2．1）に適用すると，！の丸め誤差〃は，各中問変数ω
を計算する際の発生誤差δめを用いて，
 （2．8）             ∠∫：Σ五δo，
                      1∂仇
と書ける（和は人力変数，定数を除いた全中間変数についてとる）．すたわち，仮定1のもとで
は，関数∫の計算値に含まれる丸め誤差は“計算過程で各中問変数ωを計算する際の発生誤差
δ仇に，o｛の値の変動が！の値に与える影響を表す偏微分係数∂〃∂ωを掛けたものの（入力変
数，定数を除いた全中問変数に関する）総和”で表現できる．本論文では（2．8）を丸め誤差の基
本的た表現式として採用する．高速自動微分法を使うと，計算過程の全中問変数値を保存して
おくことによって，関数∫だけを計算する手間の高々数倍の手間で全ての影響係数∂〃∂仇を評
価することができる（Iri（1984）；伊理，久保田（1986））．
 式（2．8）に基づいて丸め誤差の解析を行うには，さらに，実際の計算機の数値表現を考慮し
た，発生誤差δ〃に関するいくつかの仮定が必要である．ここでは，数値表現，発生誤差につ
いて以下のことを仮定する（Wi1kinson（1963））．
 仮定2．数値は底β，仮数部C桁，指数部e（整数）の浮動小数点数として
 （2．9）       κ＝m×βe（mはβ進C桁の小数：β■I≦mく1）
の形で表現される．基本演算の結果は，正確な値を上述の浮動小数点数に“丸める”ことによっ
て得られる．丸め方式としては，四捨五入（仮数部才十1桁目がβ／2以上ならば仮数部広桁目に
1を加えた後，才十1桁目以下を切捨てる）と切捨て（仮数部立十ユ桁目以下を切捨てる）とを考
える．
 このとき，変数仇を計算する際の発生誤差δ仏の分布幅は
 （2．10）                    1δ〇一≦m（肌）ε  （≦1ω1ε）
で見積ることができる．ここで，m（oオ）は，o｛と同じ指数部を持つ最小の正の浮動小数点数，ε
 表1．本論文で使用した計算機の数値表現および丸め方式．
Tab1e1．The ioating－point representations and romding methods
    emp1oyed in the computers for the experiments．
Computer DECVAX－11／780HITAC M－280H
OperatingSystemUNIX4．2BSD VOS3
FORTRANCompi1erF77 FORTRAN77
仮数部長 単精度{精 度
  2進24桁■     一  ’  一  一  I  ■  ■  ■  I  ■  ■  一  ’  一  一  ．  ．  I  ■  一  ’  ’  一  一  一  ．     1
@ 2進56桁
   16進6桁一  一  一  ’  一  一  一  一  ■  ■  I  ■  一  ■  一  一  一  一  一  一  一  一  一  ’  一
@  16進14桁
丸 め 方 式 四捨五入（O捨1入） 切 捨 て
Machine
?垂唐奄撃盾 {精 度
 2■24≒6．0×10－8
? 一  一  一  ■  ’  ．  一  ■  一  一  ．  一  一  一  一  ．  一  一  一  一  一  一  一  一  ■
@2■56≒1．4×10－17
16■5≒1，0×10－7
@     一   ．   ’   一   ■   ．   一
P6－13≒2．2×10一工6
4 統計数理 第36巻 第1号 1988
はいわゆるmachine epsi1on（計算機上で1＋ε≠1たる最小の数）で，ε＝βH／2（四捨五入の
場合）あるいはε＝β1■f（切捨ての場合）である．本論文で取り扱う計算機HITAC M－280H，
DEC VAX－11／780の数値表現，丸め方式を表1に示す．
 仮定1，2と式（2．8），（2．10）より，関数！g計算値に含まれる丸め誤差〃の大きさの限界と
して，次の評価式が得られる．
 〈1〉絶対評面
／2．ll）     1〃1≦、Σ∂ゾm（。ゴ）一〃1、，
                     1 ∂仇
  ここで，
                      ∂ゾ （2．12）             λ［∫］≡Σ    m（ω）．                    1 ∂ω
 式（2．11）は，1〃1に対する絶対的た限界であるので，これを’、絶対評価”と呼ぶ．しかし，絶
対評価の限界が実際に達成されることはまれである．より現実的た評価のためには，式（2．8）の
中のδo｛が実際にどのように振舞うかの確率的たモデルを考える必要がある．そのために，次
の仮定を置く．
仮定3．中間変数。ゴの発生誤差δo。は，
（2．13）
（2．14）
1均・［狐1
{和”）、（、）
分布幅一
^㌶ll；1ε
（四捨五入の場合）
（切捨ての場合），
（四捨五入の場合）
（切捨ての場合）
の互いに独立た一様分布に従う確率変数である．
 仮定1～3の下では，関数！の丸め誤差は，“多数の独立な同一の一様分布に従う確率変数σゴ
の加重和”として，
                     ∂ゾ（215）     〃＝亭∂。，δ・・＝亭舳
と表現される．式（2．15）を“丸め誤差の確率モデル”と呼ぶことにする．この確率変数〃の分
布形は，加重1〃一＝1∂〃∂oゴ1・（δ仏の分布幅）（ゴ＝1，．．．）の性質で決まる．もし加重の中に極
端に大きいものが一つあれば（2．15）の分布形は，一様分布に近く，同程度の大きさのものが多
数あれば正規分布に近くだる．このとき，〃の平均E［〃1，分散V［〃］，および，2つの関数
！，9の丸め誤差〃，∠gの共分散Cov［〃，∠g］は以下のように書ける（Iri et a1．（1988））．
〈四捨五入の場合〉
（2．16） ・［〃1一哨・［δ・・1一・，
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（2，17）
（2．18）
・［〃1一到引2・［δ・・1一わ1針・（州
…［〃・1一町箸・l／仏1一号事箸箸・（〃
＜切捨ての場合〉
（2．19）
（2．20）
・［〃1一靖・［δ・ト号靖・1・・（・・）・（＾
・［〃1一訓釘・［／・・1一苦亭1島「・（〃
特に，E［（〃）2］1／2を丸め誤差の確率評価と呼ぶことにする．具体的には，
＜2〉確率評価
（2．21）
 ここで，
（2．22）
（2．23）
E［（∠∫）2］＝E［∠！］2＋V［∠！］＝P［！］2ε2．
・［・1一（与出2・（・ザ
・［・1一（言珊「〃・チ㌶若
     ・i・・（・｛）・i・・（・）・（・｛）・（・））1n
（四捨五入の場合），
（切捨ての場合）．
 四捨五入の場合確率評価は丸め誤差の標準偏差である．以上で導入した丸め誤差の確率モデ
ルが現実の計算過程における丸め誤差の振舞いを十分に良く説明しうることを，以下の節で具
体例を通じて実証する．以下では，これらの確率モデルに基づいて計算された平均，分散など
の統計的諸量を’’理論平均”，“理論分散”などと呼んで引用する．
3．対象とする連立方程式
化学プロセス・シミュレーション・システムDPS（日本科学技術研修所（ユ980））によって水
 メタノール蒸溜塔（15段）の平衡状態を求める際に現れる108元の非線形連立方程式を例題
として取り上げる．
未知変数の個数＝108，
定数の個数＝214，
計算される中問変数の個数＝関数計算に要する基本計算ステップ数＝2851
で，中間変数のうち108個が関数値として返される．この蒸溜塔の概念図を図1に掲げる．
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 図1．水・メタノール蒸溜塔の概念図．
Fig．1．Schematic diagram of the water－methanol distiI1ation tower．
Variables：
 for each P1ate
  OTotal ho1dup of each component
  OVapor hoIdup of water
  OMole fraction for liquid methanol
  O Liquid holdup
  OTemPerature
  OTotal enthaIpy
 etC．
Equations to determine the equilibrim〕state：
 for each Plate
  OTotal holdup of each component
   bei㎎constant
  OTqtal enthalpy bei㎎constant
  OSum of mole fractions for vapor
   bei㎎equal to1
  0Relation of tota1vapor holdup and
   v6Por water mole fraction to water
   vaPor holduP
  ORelation of total methanol ho1dup，
   vapor methanol ho1dup and total
   liquid holdup to1iquid methanol
   mole fraction
 etC．
4．標本作成と丸め誤差の統計的諸量の実測
 連立方程式を構成する108個の関数を，未知変数κ＝（κ1，．．．，κ1。。）と定数。＝（c。，．．．，o。。。）
から計算されるベクトル関数デ＝（ん＿，ん。）と見たしてf（ギ，C）と記し，デを単精度計算し
た結果をデ。，倍精度計算した結果をf。と記すことにする．連立方程式の解に近い2点（κ、，c），
（κ。，C）を選び，各点で（単精度計算時の）の丸め誤差の’’標本”を作るために，以下のようた
ことを行った．まず，（ル，c）（Z＝1，2）の値に乱数を用いて摂動を加えて
 （4．1）       （κ二，c’）＝（増1×（1＋ε、），．．．，κ、1。、x（1＋ε、。8），
               c1×（1＋ε1。。），．．．，o．1．x（1＋ε。。。））
                   （ε1は区間［0，1］xlO－4土の一様乱数）
を作り，108個の関数値に含まれる丸め誤差〃の実測値を
（4．2）        〃＝デ。（κ1，c’）一デ。（xl，c’）
で定める；322個の乱数εゴを100回繰り返し選んで100個の丸め誤差標本∠戸｛1〕，．．．，”（m。）
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    （c）                      （d）
108個の関数の最大丸め誤差（100個の標本）と評価値との関係（一点鎖線：評価値＝
実測値x1OO，破線：評価値＝実測値×10，実線：評価値＝実測値，点線：評価値＝実
測値／10）．（a）VAX－11／780，絶対評価．（b）M－280H，絶対評価．（c）VAX－11／780，
確率評価．（d）M－280H，確率評価．
Comparison of the observed maximum rounding errors（each amon9100samples）
of the108functions with the theoretical estimates（chained line：estimate＝
（observedva1ue）xユ00，broken1ine：estimate＝（observedvalue）xユO，solid1ine：
estimate＝obsemed va1ue，dotted 1ine：estimate＝（obsemed value）／10）．（a）
VAX一ユi／780，abso1ute bound．（b）M－280H，abso1ute bound．（c）VAX一ユエ／780，
probabi1istic bound．（d）M－280H，probabilistic bomd．
統計数理 第36巻 第1号 1988
を求める．
 東京大学大型計算機センターのVAX－11／780，M－280Hの上で，上記の手順に従って各関数
力につき100個の丸め誤差標本を作り，以下のようにして丸め誤差∠力の統計的諸量の実測値
を計算した．
〈四捨五入（VAX－11／780）の場合〉
標本分散V。［∠！ゴ］：
                    一  1 100  一（43）              Vs［∠！、］＝  Σ（∠！、（刈）2
                      100κ；1
（（2．15）よりE［∠刈＝0であるから，平均は0と見なしている．）
最大丸め誤差M、。［∠ム］（10個の最大値），・Ml。。［∠力］（100個の最大値）：
（4．4）              M1o［∠∫｛］＝max l∠〃κ〕1，
                       κ＝1，。．．，1O
（4．5）           M1oo［∠！｛］＝ max l∠力ω1．
                       κ＝1，．．．，lOO
標本共分散Cov。［∠六，∠！51：
                 。一  一  1 100 一  一（46）    C…［仏〃・］＝100昌小（πWκ）
〈切捨て（M－280H）の場合〉
標本平均E。［∠力］：
                    一  1 100 一（4・7）      E・［刎＝100昌”κ，
標本分散V。［〃｛］：
                 一  1 100  一      一（4・8）    V・［刎一100忍（”κ））2－E・［刎2
 以下では，これらの実測値と理論的た評価との比較を行う．結果のうちで，特に記していた
いものは，（κ、，c）における丸め誤差の標本によるものである．
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      O．O    O．2    0，4    0．6    0．8    1－0    1．2
               （Vs［∠力］／V［∠カゴ）1／2
図3，108個の関数の丸め誤差の’’標本標準偏差／理論標準偏差”の分布（VAX－11／780）．
Fig．3． Distribution of“（obsenred standard deviation）／（theoretica1standard deviation）”
   of the rounding errors of the108functions（VAX－11／780）．
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“自由度100のπ2分布に従う
確率変数／100”の分布関数
。 ：V岨一11／780，（x1，c）
口 ：VAX－11／780，（x2，c）
△：M－280H，（x1，c）
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     O．0             0．5             1．0              1．5
                 Vs［∠力］／V［∠カ］
図4，108個の関数の丸め誤差の“標本分散／理論分散”の累積分布曲線（VAX－11／780，M－
   280H）（破線は“標本分散／理論分散”が“自由度100のκ2分布に従う確率変数／100”
   の実現値であると仮定したときのKo1mogorov－Smimovの検定統計量（両側検定）の
   分布の95％限界）．
Fig．4．Cumu1ative distribution curve of“（observed variance）／（theoretica1variance）”of
   the rounding errors of the108fmcti㎝s（VAX－11／780，M－280H）．
 5，108個の関数の丸め誤差の実測値と確率モデルに基づく理論値の比較
 108個の関数のおのおのについて最大丸め誤差M1。。［〃｛］と絶対評価（2．11），確率評価
（2．22），（2．23）との関係を示したのが図2である．注目すべきことは丸め誤差の大きさが関数ご
とに極端に異なっていること，そして，108個の点は，傾き45。の実線の近くに細長く分布して
いることである．このことは，各関数の丸め誤差の理論的た評価値が，ほぼ最大丸め誤差と同
程度の大きさであり，“絶対評価”，“確率評価”が十分に良い評価とたっていることを示してい
る．
 以下では，実測した丸め誤差に関する統計的諸量と，第2節で述べた丸め誤差の確率モデノレ
によって計算された統計的諸量の比較をより定量的に行い，確率モデルが実際の丸め誤差の挙
動を十分良く説明していることを検証する．また，各関数の実際の丸め誤差の分布形が一様分
布と正規分布の中問にあることも確かめる．
〈四捨五入（VAX－11／780）の場合〉
  （1）分散および標準偏差の評価   108個の関数のおのおのについて，実測された
 100個の丸め誤差標本の標本分散（4．3）と理論分散（2．17）の比V。／Vを計算し，“標本標準
 偏差／理論標準偏差”（V。／V）1’2のヒストグラムを作ったのが図3である．分布が1．0の近
 くに集中していることから丸め誤差の実測値の標準偏差が確率モデルによってほぼ正しく
 評価されていることが分かる．さらに詳しく調べるために，それら108個の比の累積分布
 曲線を描いたのが図4である．各関数の丸め誤差が正規分布に従うものと仮定すると，“標
 本分散／理論分散”V。／Vは“自由度100のκ2分布に従う確率変数／100”と同じ分布をす
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一2，0   －1．0    0，0    1．0    2．0．
    Es［∠カゴ！V［」ハ］1／2
図5，108個の関数の丸め誤差のu標本平均／理論標準偏差”の分布（VAX－11／780）．
Fig．5．Distribution of“（observed mean）／（theoretical standard deviation）”of the romd・
   ing errors of the l08functions（VAX－11／780）．
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図6．丸め誤差の標本相関係数と理論相関係数との比較（VAX－11／780）、
Fig．6，Comparison of the observed correlation coe伍。ients with the theoretical of the
   rounding errors of the functions（VAX－11／780）．
ると考えられる（正規分布からかたりずれていても近似的には同様）ので，後者の分布関
数も比較のために描いてある．かなり粗い数学モデルに基づいた議論であるにもかかわら
ず，両者は概ね一致していることが観察される（図中破線は「“標本分散／理論分散”が“自
由度100のκ2分布に従う確率変数／100”の実現値である」と仮定した時のKo1mogorov－
Smimovの検定統計量（両側検定）の分布の95％限界である）．このように，確率モデル
による標準偏差と実測値が十分精度良く一致していることが確かめられたので，以下で実
測値をその標準偏差によって正規化する必要があるときは，理論標準偏差によって正規化
することにする．たお，確率モデノレによると四捨五入の場合，各関数の丸め誤差の理論平
均は0であるが，この例題においては，108個の“関数の丸め誤差の標本平均（4．7）の理論
標準偏差に対する比”の分布は図5のようにたった．
 （2）共分散の評価   2つの関数の丸め誤差の共分散の理論評価（218）の妥当性を
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図7、
Fig．7．
      1．5         2．0         2．5         3．0         3．5
            Mloo［〃1］／V［〃］1／2
                （b）
108個の関数の丸め誤差の“最大丸め誤差／理論標準偏差”の累積分布曲線（VAX－11／
780）（破線は“標本数が10個（あるいは100個）の最大丸め誤差”が確率変数Ml。［X。．。。］
（あるいはM、＾石．、。コ）に従って分布すると仮定したときのKo1mogorov－Smimovの
検定統計量（両側検定）の分布の95％限界）．（a）標本数が10個の最大丸め誤差の場
合．（b）標本数が100個の最大丸め誤差の場合．
Cumulative distribution curve of“（observed maximum romding error）／（theoret－
ica1standard deviation）”of the rounding errors of the108fmctions（VAX－11／
780）．（a）observed maximum rounding errors among lO samp1es．（b）observed
maximum romding errors among1OO samp1es．
検証するために，108個の関数の丸め誤差の分散共分散行列（108行×108列）の上三角部
分の108x！07／2：5778個の要素から200個をランダムに選び，おのおのについて，理論相
関係数
                     Cov［∠7月，∠力］ （5．1）
                    （V［∠九］V［∠尤］）1’2
と実測値相関係数
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       0．0    0．2    0．4    0．6    0．8    1．0    1．2
              （Vs［∠1月］ノV［∠カゴ）1／2
図8，108個の関数の丸め誤差の“標本標準偏差／理論標準偏差”の分布（M－280H）．
Fig．8．Distribution of“（observed standard deviation）／（theoretica1standard deviation）”
   of the rounding errors of the108fmctions（M－280H）．
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                   Covs［∠尤，∠尤］ （5．2）
                   （V［∠力］V［∠力］）1／2
を計算して比較したのが図6である．破線は，横軸の相関係数を持つ平均Oの2次元正規
分布に従って2つの関数の丸め誤差が分布していると仮定して，標本数100の場合の標本
相関係数の分布の95％限界を結んだものである．ほとんどの点（200点中183点）がこの
破線の中に入っており，理論値と標本値が良く合致していることが観察される．
 （3）最大丸め誤差   標本数10，100の2つの場合について，108個の関数の“最大
丸め誤差／理論標準偏差”の累積分布曲線を描いたのが図7である．丸め誤差の確率モデル
によると，各関数の丸め誤差の分布形は，一様分布よりは裾が長く，正規分布よりは裾が
短い分布とたるはずである．そこで，比較のために，
   （i）108個の関数の丸め誤差が全て独立た正規分布に従って分布すると仮定したと
     きの“最大丸や誤差／標準偏差”の累積分布曲線（α：Oの曲線），
  （ii） 同じく，丸め誤差が全て独立な一様分布に従って分布すると仮定したときの“最
     大丸め誤差／標準偏差”の累積分布曲線（α＝1の曲線）
も重ねて描いてある（αの意味とα＝0．43の曲線については後述する）．標本数10の場合
（図7（a））も100の場合（図7（b））も実測値の累積分布曲線がほば（i），（ii）の曲線の問を
通っているのが見られる．
20
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一2，0   －1．0    0．0    1，0    2．0    3．00 0 0  1   2   3
（Es［∠1力］一E［∠カゴ）／V［∠カゴ1／2
図9，108個の関数の丸め誤差の“（標本平均一理論平均）／理論標準偏差”の分布（M－280H）．
Fig．9．Distribution of“（（observed mean）一（theoretica1mean））／（theoretica1standard
   deviation）”of the romding errors of the l08fmctions（M－280H）．
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＜切捨て（M－280）の場合〉
  （1） 分散および標準偏差の評価   108個の関数のおのおのについて，実測された
 100個の丸め誤差標本の標本分散（4．8）と理論分散（2．20）の比V。／Vを計算し，“標本標準
 偏差／理論標準偏差”（V。／V）1’2のヒストグラムを作ったのが図8である．いくつかの外れ
 値はあるものの，全体としては1．O付近に集中して分布しており，実測値の標準偏差が確
 率モデルによってほぼ正しく評価されていることグ分かる．四捨五入の場合と同様の解析
 を行うために，108個の“標本分散／理論分散”の累積分布曲線を図4に描き加えた．各関
 数の丸め誤差が正規分布に従うものと仮定すると，“標本分散／理論分散”V。／Vは“自由
 度99のκ2分布に従う確率変数／99”と同じ分布をすると考えられる（これは，（4．8）が平
 杓の実測値を使った標本分散であるため）．“自由度99のκ2分布に従う確率変数／99”の分
 布関数は既に描いてある“自由度100のκ2分布に従う確率変数／100”の分布関数とほぼ同
 じたので，その曲線と“標本分散／理論分散”の累積分布曲線を比較すると，四捨五入の場
 合と同様，両者は概ね一致していることが観察される．このように，切捨ての場合も確率
 モデルによる標準偏差と実測値が十分精度良く一致していることが確かめられたので，以
 下で実測値をその標準偏差によって正規化する必要があるときは，理論標準偏差によって
 正規化することにする．
  （2）平均ρ評価：一108個の関数のおのおのの丸め誤差∠九について，標本平均
 （4．7）と確率モデルに基づく平均の理論値（2．19）との差を理論標準偏差によって正規化し
 た量
                   Es［∠！；］一E［∠カ］  （5．3）                     V［∠力］1’2
 の分布のヒストグラムが図9である．E。［〃。1が100個の標本値の平均なので，確率モデル
 が正しければヒストグラムの分布の標準偏差は0．1程度にたるはずである．実際に得られ
 たヒストグラムの標準偏差はO．3程度で，予想されるよりも若干バラツキが大きいが，モ
 デルおよび実験の精度を考慮すると，はたはだしくくい違っているとはいえたいであろう．
 以上のことから，第2節で述べた丸め誤差の確率モデルによって，各関数の丸め誤差の標準
偏差や平均，共分散がほぼ正しく推定できており，〃｛は（2．15）で表される確率変数の実現値
と考えて差し支えないこと，108個の関数の丸め誤差の分布形は，一様分布よりは裾が長く，正
規分布よりは裾が短いことが確かめられた．
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図10，108個の関数の丸め誤差の’’確率評価／絶対評価”（＝τ（4元．））の分布（VAX－11／780）．
Fig．10． Distribution of“（probabi1istic bound）／（abso1ute bound）” （＝τ（∠眈．）） of the
   rounding errors of the108functions（VAX－11／780）．
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Fig．11．
丸め誤差の分布を近似する確率変数（6．4）の分布関数および密度関数の形．（亙π（κ）
および力π（κ）は（6．4）の和をm項目までで打ち切ったときの確率変数の分布関数およ
び密度関数を表す）（Kabaya and Iri（1987a）より引用）、（a）α＝1／3の場合．（b）
α＝1／2の場合．（c）α＝2／3の場合．
The density function and the cumulative fmction of the random variab1e（6．4）to
approximate the distribution of romding errors．（F，，（κ）and力，，（κ）are the
distribution function and the density fmction，respective1y，of the random vari－
able deined by truncating the summation（6．4）at the m－th term）（from Kabaya
andIri（1987a））．（a）α＝1／3，（b）α＝1／2，（c）α＝2／3．
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 6．各関数の丸め誤差の分布形に関する考察とその類型化
 本節では各関数の丸め誤差の分布について，より詳しい解析と類型化を行う．以下，四捨五
入の場合に話を限ることにする．関数力の丸め誤差の表現式（2．15）における加重1∂〃∂oゴ1・
m（o3）ε（ノ＝1，．．．）を大きさの順に並べ換えたものをT［力，々］（々＝1，．．．）と記すことにする
と，（2．15）は次のように書き換えられる：
 （6．1）         ∠力＝Σr［力，々］肌
                     左三1
（T［力，11≧T［力，21≧…；σ尾は互いに独立た［一1，11土の一様分布）．関数力の丸め誤差の
分布が一様分布に近くたるかそれとも正規分布に近くなるかは，数列｛T［カ，后1｝の性質による．
｛T［力，創｝が，后が増加するにつれて急激に減少する場合，すなわち，（6．1）において，少数の
欠きた項だけが和に利いている場合，分布は一様分布に近く，｛T［力，后］｝が，后が増加しても
あまり速く減少したい場合，すなわち多数の同程度の大きさの項が和に寄与している場合，分
布は正規分布に近くたると考えられる．式（6．1）が与える確率変数の分布について，上述のよう
な差を表現する量として
                ■γ1の標準偏差 （62）      τ（γ）＝             （γ 確率変数）              1γ1のとりうる最大値
なる統計量を考える．τ（γ）は，“1γ1がそのとりうる最大値に近い大きさの値をとる頻度の目
安”であるといえる．正規分布に従う確率変数に対してはτ＝0，そして，一様分布に従う確率
変数ではτ＝（1／3）1／2とたる．式（2．15）あるいは（6．1）で定義される丸め誤差の確率モデルの確
率変数∠力に対しては
                     P［月1ε P［カ1 （63）         τ（∠カ）＝  ＝                     λ［川ε λ［月1
となる．図10は108個の関数の丸め誤差に関するτの値の分布である．τ（∠力）の値が，O．08か
ら0．24付近に分布しているのが見られる．τ（∠力）の値の違いは，〕九1のその最大値λ［力］ε
に近い大きさの値の現れやすさの違いを反映している．
 ここで，かたり大胆に，数列｛T［力，々］｝をT［力，虎トT［力，1］（1一α）々一’と近似することが
できると考えて，区間［一1，1］上に値をとる次の確率変数X、（O＜α＜1）を導入する：
 （6．4）          X、≡αΣ（1一α）町。．
                     々＝o
この確率変数族に関しては，O＜α＜1でその密度関数，分布関数が存在することが証明されてお
り，様々な性質が調べられている（Kabaya and Iri（1987a））．α＝1／3，1／2，2／3の場合につ
いて，X、の密度関数，分布関数の形を図11に示す．X、はα＝Oでは定義されたいが，α→0の
とき河x、が標準正規分布に近づく．
 いま，確率変数xαを関数の丸め誤差の分布形の雛型として採用し，各∠力に対し適当たα
を対応させ，丸め誤差の実測値〃ゴをX、に適当た尺度因子を掛けたものの実現値と見たすこ
とにしてみる．確率変数Xαに対しては
（6．5） 1（・α）一石
と書けるので，各関数の丸め誤差∠力に対するα（以下α［∠力］と記す）を，τ（∠力）＝τ（X、）と
なるように定めると，（6．3）より，
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               后                         為    10       40          －                   10       40
        （b）                  （c）
関数の丸め誤差の理論式（6．1）におけるσ角の係数の値の大きさ（VAX－11／780）（尾は
大きさの順位）．（a）関数番号づ＝90，τ＝O．095，α＝0．05．（b）関数番号タ＝19，τ＝
O．16，α＝O．15．（c）関数番号ゴ＝9，τ＝0．20，α＝0．22．
The magnitudes of the coe伍。ients ofσ点in the probabi1istic model of the
romding errors of fmctions（6．ユ）（VAX－11／780）（々is the rank in magnitude）．
（a）Fmction numberゴ＝90，τ＝0，095，α＝0．05．（b）Function mmberづ＝19，τ＝
0．！6，α＝O．15．（c）Function numberゴ＝9，τ＝0．20，α＝0．22．
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             1∠〃（λ［カゴ・ε）
              （b）
個々の関数の丸め誤差標本の累積分布曲線とl xα1の分布関数との比較（vAx－
！1／780）（破線は丸め誤差標本がi X．1の実現値であると仮定したときの
Ko1mogorov－Smimovの検定統計量（両側検定）の分布の95％限界）．（a）τ（∠力）≒
0．09（α［∠カ］≒0．05）となる∠力の場合．（b）τ（∠力）≒O．24（α［∠刈≒0．3）となる∠力
の場合．
Comparison of the cumulative distribution curve of observed rounding errors of
each function with the distribution function of l X．1（VAX一ユエ／780）．（a）∠力
withτ（∠力）≒0．09（α［∠ハ］≒0．05）． （b）∠力withτ（∠ヵ）≒O．24（α［∠ヵ］≒0．3）．
                    6τ（小）2  6P［力］2 （66）       α［小1＝    ＝                   1＋3τ（小）2λ［力］2＋3P［力］2
を得る．このようにして，パラメータαを決定することの妥当性を調べるために，τ（∠力）の異
なる3つの関数について，1og1．T［力，尾］（々＝！，2，、．．）と，（6．6）によって定められる傾き
1og、。（1一α）の直線をプロットしてみたのが図12である．式（6．6）によって定めたαを用いた
数列｛（11）々■1r［力，1］｝が数列｛τ［力，后］1の主要な部分の減少の様子をかたり良く代表して
いることが分かる．このことは，τ（∠メ）の値が，｛T［力，后］｝の“減衰率”に関する情報を集約
した良いパラメータであり，（6．6）によってαを定めれば，略々
（6．7） ∠力
λ［力］ε
  1  。。           。。＝  Στ［カ，尾十1］σ〆αΣ（1一α）尾肌＝X、 λ［刈ε珪一・      島一・
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    図14，108個の関数の丸め誤差のτ（小）（＝“確率評価／絶対評価”）と“最大丸め誤差／絶対
       評価”の関係（VAX－11／780）．
   Fig．14．Relation between τ（∠Z）（＝“（probabilistic bound）／（abso1ute bound）”）and
       “（observed maximum rounding error）／（absolute bound）”of the romding errors
       of the108functions（VAX－11／780）．
が成立し，xαによって各関数の丸め誤差の分布の特徴を良く捉えられることを示している．
108個の関数の丸め誤差に対するτの値は0．08～0．24に分布しているが，（6，6）より，対応す
るαの値は0．05～0．3となる．
 以上の考察に基づいて，各関数の丸め誤差の分布の違い，そして，xα【〃、］がどの程度〃。／
（λ［九］ε）の分布の特徴を捉えているかについて調べてみる．
 （1）各関数ごとのl xα〃ゴ］1の分布関数と，100個の丸め誤差標本の累積分布曲線の比較：
  ！08個の関数の丸め誤差の中で，
 （i）正規分布に近い，τ（∠力）≒O．09（すたわち，α≒0．05）とたる，∠力と
 （ii）一様分布に近い，τ（∠力）≒0．24（すたわち，α≒0．3）とたる，∠力と
をいくつか選び，それぞれ100個の∠力の標本に対する〕∫一／（五［力］ε）の累積分布曲線と
l X，1の分布関数とを図13に描いた．まず，（i），（ii）の∠九の累積分布曲線を比較すると，両
者の差異は明瞭である一正規分布により近い（i）の場合の方が累積分布曲線が急激に立ち上
がっている一ことが分かる．このことは，関数の丸め誤差の分布には様々たタイプがあるこ
とを示している．一方，（i），（ii）どちらの場合も，1∠川／（λ［九］ε）の累積分布曲線と（6．6）で
定められたl X，1の分布関数が十分に良く一致していることが観察される．これは，■Xαエ〃、1■が
1〃一／（λ［月1ε）の十分に良い近似にたっていることを示している．
 （2）最大丸め誤差の累積分布曲線による比較：一策5節では，実際の108個の“最大丸
め誤差／標準偏差”の累積分布曲線が，“全ての関数の丸め誤差が一様分布に従うと想定した場
合”と“全ての関数の丸め誤差が正規分布に従うと想定した場合”のほぼ中間を通っているこ
とを確かめた．図10を見ると，各関数の丸め誤差は，τ＝0．3よりは小さいことがわかる．式
（6．6）によると，τ≦0．3たらばα≦0．43であるから，各関数の丸め誤差の分布は，X。．。。よりも正
規分布に近いはずである．そこで，108個の関数の丸め誤差が，X。．。。に従って分布するとした
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ときの“最大丸め誤差／標準偏差”の累積曲線を図7に描き加えてみた．標本数＝10，100の各
場合について，実際の108個の“最大丸め誤差／標準偏差”の累積分布曲線が’’全ての関数の丸
め誤差がX。．。。に従って分布すると想定した場合”と“全ての関数の丸め誤差が正規分布に
従って分布すると想定した場合”の問を通っており，この結果はxαが丸め誤差の実際を良く
捉えていることを示している．
 （3） “最大丸め誤差／絶対評価”の分布による比較   〃、を（215）あるいは（61）に従う
小の実現値と考えるならば，τが大きい∠月ほど，1〃。1／（λ『力］ε）の値も大きくなる傾向が
あると考えられる．そこで，τ（小）の値を横軸に，“（標本数100の場合の確率変数の標本最大
値）／（確率変数がとりうる値の最大値）”を縦軸にとり，108個の関数について，M1。。［〃ゴ］／
（刈力］ε）をプロットしたのが図14である．10葛個の点が左下から右上にかけて分布しており，
“τの値が大きい∠カほど，1∠川がとりうる最大値に比して相対的に大きい値が出やすい”傾
向が観察される．このことは，定性的た意味で，各関数の丸め誤差の実測値が（2．15）あるいは
（6．1）の分布に従うことの検証にたっている．
 また，さらに，∠ムを（6．7）のXα［〃ゴjの実現値と見たしうるたらば，M。。。［∠月1／（λ［刈ε）の
値は，“（標本数100の場合のl X剛〃、］1の標本最大値）／（l Xα［〃、ユ1のとりうる最大値）”の分布に
従うはずである．これを検証するために，図14に，併せてα＝0．05，O．1，O．15，0．20，0．25，O．30
について“（標本数100の場合のl Xα【〃、1iの標本最大値）／（l Xαエ〃、］1のとりうる最大値）”の分布
の上側10％点，25％点，50％点，75％点，90％点を描き加えてある．実測値の最大値の分
布範囲が対応するl xαエ〃、11の最大値の分布範囲に比べて全体として若干下に偏っているが，大
部分重なっており，おのおのの関数の丸め誤差の分布の特徴がXαI〃、1によって十分に良く捉え
られていることが分かる．
 以上のことから，“各〃｛が小の可能な最大値λ［力］εに近い大きさの値をとる頻度の違
い”に着目することによって関数の丸め誤差の分布形の差異が明らかにできること，そして，そ
れらの特徴が（2，15）あるいは（6．1）をさらに単純化して得られる確率変数Xα1〃ゴ］によってか
なり良く捉えられることが検証された．
 7． ま と め
 本論文では，高速自動徴分法において丸め誤差推定に用いられている丸め誤差の確率モデル
の検証を中心に，実用規模の例題における丸め誤差の振舞いを調べた．そして，
 （1）計算された関数値に含まれる丸め誤差を’’多数の独立な一様分布に従う確率変数の加重
   和”として表される確率変数の実現値であると見なす確率モデルによって，実際の丸め
   誤差の持つ統計的諸性質を定量的にもかたり良く説明できること；
 （2）各関数の丸め誤差の分布形の違いが“絶対評価に近い大きさの丸め誤差の値の出やす
   さの違い”として把握できること；
 （3） （1）で述べた確率モデルをさらに単純化して得られる確率変数“分布幅が等比級数的に
   減少する互いに独立な一様分布に従う確率変数の無限和”は，関数の計算値に含まれる
   丸め誤差の分布形の良いモデルにたっており，実際の丸め誤差の分布は，等比級数の公
   比を適当に定めることによって，その特徴が十分に良く捉えられること
を明らかにした．
 第6節で導入した確率変数X、およびその分布関数，密度関数に関しては，それら自身が多く
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の興味深い数学的性質を持つことが明らかにされており，数値積分などへの応用の研究も進め
られている（Kabaya and Iri（1987a，1987b）；Moriguti et a1．（1987）；西井他（1987））．
 本論文で用いた評価式は，発生誤差δωに関する高次の項を無視している，影響係数を計算
するときの丸め誤差が考慮に入れられていたい，等の点において厳密なものではないが，高速
自動徴分法を用いた精密かつ厳密な誤差評価法の研究も進められている（久保田，伊理（1987））．
 今後の課題としては，線形計算など様々た計算過程における丸め誤差の振舞いの解析，そし
て，丸め誤差の情報を積極的に数値計算の制御に取り入れたアルゴリズムの工夫，等々があげ
られる．
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Ana1ysis of Romding Errors in Large Systems of Non1inear Equations
                       Takashi Tsuchiya
                （The Institute of Statistica1Mathematics）
             Masao Iri
（Faculty of Engineering，University of Tokyo）
    In this paper we ana1yze the behavior of romding errors in computing comp1icated
functions in a1arge system of non1inear equations．We investigate theoretica1properties
as we11主s the adequacy of the probabi1istic modeI ofrounding errors based onthe fo11owing
two assumptions：
    （i） The rounding error incurred in the computed va1ue of a function is represented as
the weighted sum of the rounding errors，each generated at a step in the computationa1
procedure for the function va1ue，with the partial derivative of the function with respect to
the intermediate variab1e corresponding to the step as the weight；
    （ii） the generated rounding error at each step of the procedure can be regarded as an
instance of a uniform1y distributed independent random variab1e where the width of
distribution is determined by the resuIt of the computationa1step and the且。ating－point
representation emp1oyed．
    The adequacy of the mode1is checked through many computationa1experiments．
    We take as an examp1e a system of non1inear equations with108variab1es for the
equilibrium state of a water－methano1disti11ation tower in a chemica1p1ant．The fast
automatic differentiation a1gorithm，which is an e茄。ient and exact m♀thod for computing
the gradient of a function with a number ofvariab1es，is emp1oyed to eva1uate the theoreti－
ca1estimates of romding errors．The estimated statistica1parameters of the rounding
errors given by the proposed mode1are compared with the experimenta1va1ues and are
shown to be in good agreement．In order to characterize the distribution of romding
errors of each function，we also introduce a one－parameter fami1y of random variab1es
deined by the weighted sum of an infinite number ofindependent random variab1es obeying
the uniform distribution with a geometrica1progression as the weights．Comparison with
the experimenta1va1ues of the rounding errors shows that the one－parameter fami1y is a
p1ausib1e mode1for the distribution of the rounding errors in computing comp1icated
functions．
Key words：Fast automatic differentiation，romding errors，probabilistic model．
